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育 异 半 正 Sturm-Liouville 方 程 边 值 问 题 的 正解 * 
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摘 要 : 本 文 研究 超 线性 Sturm-Liouville 方 程 的 边 值 问题 ， 其 中 非 线 性 项 可 变 号 且 在 端点 处 具有 冶 异 
性 。 利 用 锥 上 的 不 动 点 指数 定理 和 平移 变换 的 方法 ， 我 们 得 到 奇异 半 正 边 值 问题 伞 少 存在 一 个 更 
广泛 意义 的 正解 及 正解 的 性 质 。 本 文 考虑 的 是 一 般 形式 的 方程 和 边 值 条 件 ， 改 进 了 之 前 的 结果 。 
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1 引言 


本 文 研究 如 下 微分 方程 边 值 问题 


—(p(t)w (t) = f(t,u(t)) + g(t u(t)), 0«t«1, 
au(0) — Blim: ,0+ p(t)u'(t) = 0, (1) 
yu(1) + lim 1 p(t)u'(t) 2 0 


的 正解 ， 其 中 f € C((0, 1) x [0, +00), [0, +00)), g € C((0, 1) x [0, +20), (—o0, 十 00))。 

文献 [了] 中 研究 了 不 具 奇 异性 的 非 线性 半 正 边 值 问题 ， 应 用 锥 上 的 不 动 点 定理 得 出 方程 有 正 
解 。 最 近 ， 在 文献 2] 中 ， 赵 通过 范 数 形式 的 锥 拉 伸 压缩 不 动 点 定理 ， 得 到 方程 的 Ci[0,1] 正 
解 。 然 而 ， 文 献 中 中 考虑 非 线性 项 可 变 号 ， 但 没有 考虑 非 线性 项 是 奇异 的 和 C3[0,1] 正解 。 文 
献 [2] 考虑 了 奇异 和 C2[0,1] 正解 ， 但 没有 考虑 非 线性 项 可 变 号 。 故 边 值 问题 (1) 是 文献 [1] 和文 
献 [2] 的 直接 推广 。 已 有 的 研究 半 正 的 文章 ， 见 文献 [3-11]。 

受 上 述 工作 的 启发 ， 本 文 研究 半 正 边 值 问题 (1)， 并 且 考 虑 一 般 形 式 的 方程 和 边 值 条 件 ， 更 
具有 普遍 性 。 应 用 锥 上 的 不 动 点 指数 定理 和 平移 变换 ， 得 到 了 C1[0, 1] 正解 存在 的 结论 。 

我 们 列 出 本 文 使 用 的 假设 。 

(Hi) pe Ci((0,1), (0,19), B. 


1 
f+ 
o p(s) 


(Ho) 对 任意 ze (0,1), u € [0, +co)， 存 在 函数 9 < C((0, 1), [0, +00)) 使 得 


lg(t, u)| S a(t). 
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(Ha) 存在 连续 函数 p : (0,1) 一 [0,+oo), k : (0,+o0) — (0,+co)， 使 得 f(t,w) < 
e(t)h(u), H 


li i = +00 
u—0 也 一 十 oo u 
在 (0,1) 的 任意 闭 子 区 间 上 一 致 成 立 。 
(Hi) 令 
< = min S. E A] 
4 maxo«e«i G(t, t)’ f 
其 中 
dr 4-1 
C[ 9) 
ri ZB (H3) P 
u—0 u 


可 知 ， 对 去 > 0， 存 在 rmi > 0， 对 任意 的 0 < v< ri， 有 


u 


f(5u) € 77. = mex x/ G(t, s)d 


f «02 «6 E CER fe G(t, t) (p(t) + a(£))dt, 


其 中 G(t, s) 是 相应 于 边 值 问题 (1) 的 线性 问题 的 Green 函数 。 


1 dr \-1 
AS 

车 函数 u(t) € C[0,1]UC?(0,1) 满 足 边 值 问题 (1)， 则 称 w(t) 为 边 值 问题 (1) 的 解 。 若 
f£ ult) 使 得 im, P(t)w(t) 与 „im p(t)u'(t) 都 存在 有 限 ， 则 称 为 C2[0, 14. ÆR ult) (0,1) 
EEE, WEA EN. 

+1 著 在 边界 条 件 中 8 关 0， 且 5 关 oH, W (1) RAV Æ Cio, 1. 8 = 0, R 
者 6 = 0 时 ，(1) 的 解 不 一 定 是 C2[0,1 解 。 

注 2 显然 ， 当 lim pOu (t) FEARN, im, v(t) 不 一 定 存在 ， 同 理 ， 当 lim p(f)w'(t) 
存在 有 限时 ，,lim w(t) 不 一 定 存在 ， 从 而 0Q2[0,1 解 是 依赖 于 p(t) 的 更 广泛 意义 的 解 。 
当 p(t) 在 t= 0, t — 1 点 极限 存在 非 零 时 ，C3[0,1 解 是 一 般 C1[0,1 解 的 意义 。 

本 文 的 主要 结果 如 下 。 

定理 1 GE(Hi)-(Ha) 成立， 那么 奇异 超 线 性 半 正 边 值 问题 (1) 至 少 有 一 个 C20, 1] EM uo 
且 存 在 常数 k > 0， 使 得 wo(t) > kG(t,t), te [0,1]. 


2 ”定理 的 证 阴 


& X = Cl0,1]， 定 义 jjull = Eros lut); *Q- {u € X | u(t) 2 ellullG(t, t), t € 0,1)- 


我 们 要 用 到 函数 
y(t), w(t) > 0, 
[y(t))- = 
0,  y(t) < 0. 
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rt (H4) 可知 
1 1 
z(t) =f G(t, s)q(s)ds <f G(t,t)q(s)ds < 十 oo， 
0 0 


EA, c(t) 是 边 值 问题 (1) 当 非 线性 项 为 g(t) 时 的 解 。 易 知 ，z(t) 为 C2[0,1] 正解 。 
男 外， 对 固定 的 w(t) EQ, FRN = max uft), Muls) - z(sjt < uls) < llull < N. 
定义 算 子 4 如 下 
1 
A f G(t, s) fs, [u() — z(8)]+) + g(s, [u(s) - z(8)]+) -a(s)]ds, 0<t<1. 


28 u(t) 为 算 子 4 的 正 不 动 点 ， 即 w(t) = Au(t), fS TESTER 


—(p(t)u'(£))' = F(t, [u(t) — z(t)]4) + g(t, [u(t) — x(0)].-) + a(t), (2) 
au(0) — 8 lim p(t)u(t) 20, — vu(1) - 9 lim p(£)u'(t) — 0. (3) 


WE (Ha)-(H4) 成 立 ， 则 算 子 4 在 C[0,1] 中 的 正 不 动 点 必 为 (2), (3) 的 正解 。 

1) 首先 易 证 算 子 4 映 Q@ 到 Q@， 且 为 全 连续 算 子 。 

2) 其 次 , Qn = {u € Q | lull < ri} 我 们 证 i(4,Q,,Q@) = 1。 事 实 上 ， 对 任意 
的 0 <w<ri， 有 f(t,w) < 旁 。 则 由 (二 ) 可 知 ， 对 任意 的 ve 6@x,， 


la < mex f Ge (HL) - 29], +240) )as 


<2 quax x Gt, of q(s)ds + — 2L mom G(t, s)ds 


T T 
< * E =r = lul. (4) 


故 对 任意 的 we Qn, p21, f Auz ju， 则 由 不 动 点 指数 的 性 质 知 i(4,Q@7,,Q@) = 1. 
3) 再 证 存在 常数 情 > rl， 使 i(4,Q@R,Q@) = 0。 选取 [ww] € (0,1)， 取 
M » 2] [ev (1-w) m max AR G(t, s)ds] 
t (Hs) Al, FERK R > ri, fEf(u) 2 Mu tE frw], uz Ry. $ 


R> max { ,2R1 }, 


2Rı 
ev(1 — w)' 


显然 RR> Ri 2n. FiEuž%ž Au, u € Qr- 
事实 上 ， 若 不 然 ， 则 存在 yi € Qr iË y > Ay. KA y(t) > eIG(t,t) = eRG(t,t)。 而 


z 的 = [ Gt sa(9)as < Gt, | «sas < km) f ale)ds, (5) 
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1 
n-a) > (1 - HOE ye) 


> jelinliG(2) 2 5e 72) 2 Ri, te [vu]. 
R> y(t) > f G2) Qi) - 2(5))ds 
2 "n G(t, s)M [yı (s) — z(s))ds > 3eRv( 一 om f G(t,s)ds, Vte [0,1]. 


从 而 | 
M < 2 [sv — w) max. f G(t, s)ds | ] 


这 与 M 的 选取 矛盾 ， 所 以 由 不 动 点 指数 的 性 质 就 有 ;1 (4,Qa,Q) = 0. 

4) 最 后 ， 由 不 动 点 指数 的 可 加 性 知 i(4, QR \ Qj,Q@) = 一 1。 所 以 A 在 QR \ Qr, 上 至 少 有 
一 个 不 动 点 z(t) Big ri < liell < Ro 

因为 z(t) > ellzl|G(t.t) > er1G(t,t). II (5) X, RITE z(t) 一 z(t) > iz(t 20. iz(t) 
Æ (2), (3) E [z(t) ^ a(t)) = z(t) ^ z(t) AE. z(t) Æ Cio 1f. $ 

uo(t) = z(t) — z(t) > izle) > Gt t) = kG(t,t), te (0,1). 

FEIA (p(£)2'(t)) = (p(t)uo(£))! 十 q(t)， 因 此 wo(t) 因为 z(t) 和 z(t) 均 为 Cl[0,1] 正 解 ， 故 wuo( 引 是 
边 值 问题 (1) 一 个 C2[0,1] 正解。 证 毕 。 

注 3 当 p(t) 18], C1[0, 1] ERBI» C [0, 1] 正解 。 

最 后 我 们 给 出 本 文 定 理 的 一 个 简单 应 用 。 

例 考虑 下 述 奇 异 半 正 边 值 问题 


1 
yA = 2 m 
u” (t) a g" I arctanu, 0<t< 1, " 
u(0) = u(1) = 0. 
Green 函数 
t(1 一 s)，0<t<s<1， 
G(t,s) = 
s(1-2, 0<s<t<1, 
| mm A 1 _ 2 (n 
由 
1 
lim 10-9 0 
u—0 u 


可 知 ， 对 去 > 0， 存 在 m > 0， 对 任意 的 0 <w <r1 有 


1 


2 
————— « 
151-12). ^ 


u 
2L' 0<t<1 
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我 们 取 m < £2. WU fo g(t)dt = mz < 上 <， 同 时 


1 _ l+2mr HEN GE 
f G(t,t)(p(t) + q(t)) = 15 maxo<r<e h(T) +2’ 


这 样 条 件 (Hi-H4) EWE. REELE, Xp(t)— 1， 故 边 值 问题 (6) 人 至少 有 一 个 C0, 1] 
正解 。 
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Positive Solutions to the Singular Semi-positone Sturm-Liouville 
Boundary Value Problem 
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(1- Department of Mathematics, Qufu Normal University, Qufu 273165; 
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Abstract: In this paper, we investigate boundary value problems of super-linear Sturm-Liouville 
differential equations when the nonlinearity may change sign and may be singular at the endpoints. 
Existence of at least one positive solutions in a broader sense and the property of the positive solutions 
of singular semi-positone boundary value problems are obtained by using the fixed point index theory 
on a cone and the method of transformation. We consider the general form of differential equations 
and boundary conditions, so the obtained results improve the existing conclusions. 
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